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О ЕДИНСТВЕННОСТИ ОДНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ 
ЭЛЛИПТИКО-ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА ВТОРОГО РОДА. 
Абдуллаев Акмалжон Абдужалилович 
ассистент кафедры«Высшая математика»,Ташкентский институт инженеров 
ирригации и механизации сельского хозяйства 
 
Аннотация: В данной работе доказывается единственность решение краевой задачи 
типа задачи Пуанкаре–Трикоми для уравнения эллиптико–гиперболического типа второго 
рода,т.е.для уравнения,где линия вырождения является характеристикой. 
Ключевые слова: краевая задача,условия Пуанкаре,уравнения эллиптико–
гиперболического типа,уравнения второго рода,интеграл энергия. 
 
ON THE UNIQUENESS OF ONE BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR THE 
ELLIPTICO-HYPERBOLIC EQUATION OF THE SECOND KIND. 
Abdullayev Akmaljon Abdujalilovich 
Assistant,Department of Higher Mathematics,Tashkent Institute of Irrigation and 
Agricultural Mechanization Engineers 
 
Abstract: In this paper,we prove the uniqueness of a solution to a boundary value problem 
of the type of the Poincaré–Tricomi problem for an elliptic–hyperbolic equation of the second kind, 
i.e.for an equation where the line of degeneracy is a characteristic. 
Keywords: boundary value problem,Poincare conditions,elliptic-hyperbolic type equations, 
equations of the second kind, integral energy. 
 
IKKINCHI TUR ELLIPTIK-GIPERBOLIK TIPDAGI TENGLAMA UCHUN 
QOYILGAN CHEGARAVIY MASALANING YAGONALIGI HAQIDA. 
Abdullaev Akmaljon Abdujalilovich 
Toshkent irrigatsiya va qishloq xo'jaligini mexanizatsiyalash muhandislari instituti,Oliy 
matematika kafedrasi assistenti 
 
Annotatsiya: Ushbu maqolada ikkinchi darajali elliptik-giperbolik tenglama uchun 
Puankare-Trikomi tipidagi chegaraviy masalasi echimining yagonaligini isbotlaymiz. 
Kalitso'zlar: chegaraviy masala,Puankare shartlari,elliptik-giperbolik tipdagi tenglamalar, 
ikkinchi turdagi tenglamalar,integral energiya. 
 
Стационарные процессы различной физической природы (колебания, 
теплопроводность,диффузия,электростатика и т.д.)описываются уравнениями 
эллиптического типа.В частности,некоторых моделях,таких,как гидро и газовой 
динамики рассматриваются эллиптические уравнения. 
Краевые задачи с условиями Пуанкаре и конормальной производной для 
уравнения смешанного типа первого рода изучены многими авторами [1-3]. 
Исследованию краевых задач с условием Пуанкаре–Трикоми для 
вырождающихся уравнений эллиптического и эллиптико–гиперболического типов 
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второго рода посвящены сравнительно малое количество работ.Отметим лишь 
работы [4-7]. 
В данной работе доказывается единственность решение краевой задачи типа 
задачи Пуанкаре–Трикоми для уравнения эллиптико–гиперболического типа 
второго рода. 
Рассмотрим уравнение 
0)<<1(0= muuysgny
yyxx
m
  (1) 
в области 
21
= DDD  , где 
1
D -область,ограниченная кривой   при 0>y  с концами 
в точках (1,0)(0,0),BA  и отрезком 0)=(yAB ,а область 
2
D -ограничена отрезком 
AB  и характеристиками  
1=)(
2
2
:0,=)(
2
2
: 2
2
2
2 





mm
y
m
xBCy
m
xAC  
уравнения (1). 
Введем обозначения  
  , : 0 1, 0 , , 2 ,
2
m
J x y x y D AB
m
        

 
причем 
1
0.
2
    (2) 
В области D  для уравнения (1) исследуем следующую задачу. 
Задача РТ.Требуется найти функцию ),( yxu ,обладающую следующими 
свойствами: 
1)    1( , )u x y C D C D J    –причем xu  и yu  соответственно может 
обращаться бесконечность порядка меньше чем 2  в точках  0,0A ,  1,0B ; 
2) функция  2 1( , )u x y C D  является регулярным решением уравнения (1) в 
области  1 0D y  , а в области  2 0D y  –обобщенным решением из класса 2R  [5]; 
3) выполняется условие склеивания в виде 
( , 0) ( , 0)y yu x u x    ; 
4) ( , )u x y  удовлетворяет краевым условиям 
 ( ) [ ] ( ) = ( ), 0 ,ss A u s u s s l      (3) 
2
1
0),(=),(  xxyxu
AC
  (4) 
где ( )s , ( )s , )(s , ( )x -заданные достаточно гладкие функции,причем 
1 21 1( ) 0, 0;
2 2
x C C
   
    
   
,а также выполняется условие согласованности 
( ) (0) 0,l   здесь 
  ,ms
dy u dx u
A u y
ds x ds y
 
 
 
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= cos( , ), = cos( , )
dx dy
n y n x
ds ds
 ,n внешняя нормаль к кривой  , l   
длина всей кривой  , s длина дуги кривой  ,отсчитываемая от точки  1,0B . 
Будем предполагать,что кривая   удовлетворяет следующим условиям: 
1) функции ( ), ( )x s y s ,дающие параметрическое уравнение кривой  ,имеют 
непрерывные производные ( ), ( )x s y s  ,необращающиеся одновременно в нуль и 
имеют вторые производные,удовлетворяющие условию Гёльдера порядка 
 0 1    в промежутке 0 s l  ; 
2) в окрестностях конечных точек кривой   выполняется неравенство: 
1( ),m
dx
C y s
ds
 (5) 
причем  ( ) (0) 0, (0) 1, ( ) 0,x l y x y l    где C -постоянная. 
Имеет место 
Теорема. Если выполняются условия (2) и  
( ) ( ) 0, 0s s s l     ,(6) 
22
0
lim( ) (1, ) = 0
m
y
y u y

 ,(7) 
то решение задачи РТ в области D  единственно. 
Доказательство.Докажем эту теорему с помощью метода интегралов 
энергии.Пусть  ,u x y -дважды непрерывно дифференцируемое решение уравнения 
(1) в область 1 2 1 2 1 2 1 2
, , , ,
1 2,D D D D D
          ,здесь 1 2,1D
  область с границей 
 1 2 1 1 1 1
2 2 1 2 2
,
1 2:D A B A B y
     
          строго лежащей в области 1,D  а 
1 2,
2D
  область,ограниченная линиями 
1 1
2 2 2
: ,A B y    
1 1
2 1 2 1
2 2
2 2
1 1
2 2
: ( ) = , : ( ) =1 ,
2 2
m m
A C x y B C x y
m m
 
    
 
    
 
 
где 
1 2,   достаточно малые положительные числа. 
Видно,что в области 0)<(
2
yD уравнение (1) имеет вид: 
( ) = 0.m xx yyy u u   
Справедливо тождество: 
2 2( ) = ( ) ( ) .m m mxx yy x y x yu y u u y uu uu y u u
x y
 
                
 
Интегрируя последнее по области 1 2
,
2D
 
,имеем 
 
, ,1 2 1 2
2 2
0 = ( ) = ( )m mxx yy x y
D D
u y u u dxdy y uu uu dxdy
x y   
  
                
   
,1 2
2
2 2( )my x
D
u y u dxdy
 
      (8) 
Применяя формулу Грина [8] к первому интегралу правой части (8) получим 
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,1 2 1 1 1 11
2 2 2 2 2
0 = ( ) = ( )m mxx yy x y
D A C CB B A
u y u u dxdy u y u dy u dx
     
    
             
,1 2
2
2 2( )my x
D
u y u dxdy
 
      
Вычисляя первый интеграл правой части последнего равенства с учетом 
условия на характеристике AC , имеем: 
1 1 1 11
2 2 2 2
( ) =m x y
A C CB B A
u y u dy u dx
   
    
     
1 1 1 11
2 2 2 2
= ( ) ( ) ( )m m mx y x y x y
A C CB B A
u y u dy u dx u y u dy u dx u y u dy u dx
   
   
                    
 
1
2 1
1
1
2 2
1
= ( ) ( , ) ( , ) .
B
m
x y y
C
u y u dy u dx u x u x dx





 

        
Следовательно, 
1
2 1
,1 1 2
1 2
2 2
2 2
1
( ) ( , ) ( , ) ( ) = 0
B
m m
x y y x y
C D
u y u dy u dx u x u x dx y u u dxdy


  


 

               . 
Далее переходя к пределу при 
1 0   и 2 0   с учетом условия склеивания 
( , 0) ( , 0)y yu x u x    ,получим 
   dxudyuyudxdyuyudxxx
yx
m
B
C
x
m
y
D
  )()(=)()(
22
2
1
0
  
На характеристике BC  имеем dyydx
m
2)(=  .Тогда 
    udyydyudxuuydxudyuyu
mB
C
yx
mB
C
yx
m
B
C
22 )(=)(=)(    (9) 
Интегрируя по частям последний интеграл, с учетом условий 0=
AC
u  и (7), 
получим: 
2
22 2( ) = ( ) .
4
B Bm m
C C
m
y udu y u dy

    
В силу условия 0<<1 m   из (9) имеем 
  0)(
4
=)(=)( 22
2
2 

 duuy
m
uduydxudyuyu
mB
C
mB
C
yx
m
B
C
.(10) 
Теперь покажем, что первый интеграл правой части равенства (8) не 
положителен.Для этого перейдём на характеристические переменные ),(  : 
2 2
2 2
2 2
( ) , ( )
2 2
m m
x y x y
m m
 
 
     
 
  
и получим  
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 
1
2
2 2
2
2
2
( ) = 2
4
m
m
m
m
y x
D
m
u y u dxdy u u d d    

 
      
 
  ,(11) 
где   1 , :0 1, 1           образ области 2D в координатах  ,  . 
В области 
1 уравнение (1) при 0y   принимает вид 
0=)(



uuu 

 . 
Умножая обе части последнего уравнения на  

u  будем иметь 



uuuuu

2=  (12) 
Подставив (12) в (11) 
  




 



2
22
2
4
2
2=)(
m
m
x
m
y
D
m
dxdyuyu  
1 1
2( 1)
22 2
1
( ) ( )
m m
m mu d d u u d d         


 
 
 
    
  
   
и интегрируя по частям последний интеграл, получаем  
  




 



2
22
2
4
22)2(
=)(
m
m
x
m
y
D
m
m
m
dxdyuyu  
1
2( 1)
2 22 2
=
( ) ( )
m m
m mu d d u 
 
     

 

 
    
  
 . 
Из-за того что, последний слагаемый в правой части при  =  обращается в 
нуль,имеем: 
1
2
2 2 22
2
2( 2) 2
( ) = ( )
4
m
m
m
m m
y x
D
m m
u y u dxdy u d d
m
   



  
     
 
   
Учитывая,что 0<<1 m и
1
22( ) 0
m
m u d d   


   получим: 
  0)( 22
2
 dxdyuyu x
m
y
D
 (13) 
Учитывая (10) и (13) из (8) получаем, что 
0)()(
1
0
 dxxx   (14) 
В области 1D  уравнение (1) при 0y   имеет вид 
0=
yyxx
m uuy   
Справедливо тождество 
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      22=
yx
m
yx
m
yyxx
m uuyuu
y
uuy
x
uuyu 





  
интегрируя его по области 1 2
,
1 1D D
   ,имеем 
, ,1 2 1 2
1 1
0 = =m mxx yy x y
D D
u y u u dxdy y uu uu dxdy
x y   
  
              
   
,1 2
1
2 2m
x y
D
y u u dxdy
 
     
Применяя формулу Грина [6] первому интегралу правой части последнего 
равенства получим 
, , ,1 2 1 2 1 2
1 1 1
2 20 = =m m mxx yy x y x y
D D D
u y u u dxdy y u u dxdy u y u dy u dx
     

                  
Отсюда учитывая,что : = 0 = 0AB y dy ,и = cos( , ) ,dy n x ds  
= cos( , )dx n y ds  имеем, 
2
,1 2 1 11
2 2
2 20 ( , ) ( , ) [ ] ,
x
y
xD
x y
m
s
y u u dxdy u x u x dx u A u ds
 

          (15) 
где 
1 2,x x абсциссы точек пересечения прямой 2y   с кривой 1 .  
Принимая во внимание условия 1) задачи РТ и ( ) ( ) 0s b x    с учетом (3) 
из (15) при ( ) 0s   и 1 20, 0    получим 
1
1
2
0
2 2 2( ) ( )( ) ( ) 0.
( )D
x y
m s sy u u dxdy x x dx u ds
s
 
 

        (16) 
В силу (6),(14)  из (16) следует,что 0x yu u   в 1D ,то есть u const  в 
1( , )x y D ,также из следствие обращение к нулю каждого слагаемого (16),имеем и 
0u   в  .Учитывая принципа Хопфа заключаем,что  0u   в 1D  при ( ) 0s  . 
Следовательно,из единственности решение задачи Коши получаем 0u   и в 2D .Так 
как 1 2D D D   то 0u   в D .Тем самым доказана единственность решение задачи 
РТ. 
Теорема доказана. 
Замечание. Единственность решения задачи РТ при  ( ) 0, 0,s s l     
доказывается с помощью принципа максимума[8]. 
Существования решения задачи РТ при ( ) 0s   доказывается с помощью 
интегральных уравнений с учётом некоторых свойств интегро-дифференциальных 
операторов дробного порядка.Так как объем доказательства теоремы существования 
решение данной задачи превышает лимит требование данного журнала,будет 
опубликована в следующих работах автора. 
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